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Considtrons un anneau noethtrien A, suppose local, etinteressons-now 
a l’anneau n A (le produit direct dune infinite denombrable d copies de 
A). On a alors la conjecture suivante: la A-algebre n A a un module des 
differentielles qui estplat et un complexe cotangent qui est acyclique si t 
seulement sil’anneau A est quasi-excellent. Dans le cas ou A est un corps, 
on peut demontrer lasuffrsance de la condition par une methode lemen- 
taire, tous les n A-modules Ctant plats dans ce cas (voir [2]). C’est pres- 
que le seul resultat connu dans ce sens. Par contre la necessite de la con- 
dition va etre demontree ci-dessous en toute generalite. 
On utilise pour cela une methode d’ultraproduits (voir [3] et [4]). On 
commence par fixer une fois pour toutes un ultrafiltre non-principal de N. 
Alors achaque ideal J de A est associe unquotient J(A) de n A, qui nest 
pas un anneau noetherien en general. On demontre le resultat utile suivant 
TorGA (J(A), J(A)) cz 0 si m # 0. 
Cela permet de dtmontrer que le complexe cotangent dela n A-algebre 
J(A) est completement acyclique 
ff,KI A, J(A), ) 2 0 pour n >O. 
Mais alors la suite exacte de Jacobi-Zariski de laA-algebre n A et de la 
n A-algebre J(A) donne des isomorphismes naturels pour tout entier m et 
pour tout J(A)-module W 
H,(A, IJ A W = ff,(A, J(A), W). 
Par consequent sile foncteur H,(A, n A, ) est nul (autrement dit si H,(A, 
n A, n A) est nul et si H,(A, n A, n A) est plat), lefoncteur H,(A, 
J(A), .) est nul. Si l’idtal J est maximal, alors l’anneau J(A) se denote par 
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A +, il est noethtrien et nedepend que de a. On a done une decomposition 
naturelle 
Le foncteur H,(A, A+, . ) etant nul, l’homomorphisme de A dans A + est 
regulier. On en dtduit facilement et classiquement que celui deA dans a 
l’est aussi. Autrement dit A est quasi-excellent. 
ULTRAPRODUITS 
Soit N l’ensemble des ntiers naturels. Considerons-y un ultrufiltre non-
principal F, c’est-a-dire un filtre de N avec les deux proprittes suivantes 
(1) pour un sous-ensemble X de N ou bien X appartient a F ou bien 
le complement deX appartient a F, 
(2) les ous-ensembles finis deN n’appartiennent pas au liltre F. 
11 existe d s ultrafiltres non-principaux grlce au lemme de Zorn. 
Une application : N + N et un entier k donnent un ensemble d man&e 
naturelle 
Fk(t)= {iENJt(i)3k}. 
Si tous les Fk(t) appartiennent a F, alors l’application t est dite pyre. On 
a une relation d’ordre. 
tat’ si et seulement si t(i) 3 t’(i). 
On a alors une inclusion F,Jt’) s Fk(t) et t est propre si t’ est propre. Avec 
t’ et t” on peut aussi considtrer 
t = min(t’, t”) avec t(i) = min( t’(i), t”(i)). 
On a alors une Cgalite F,Jt) =Fk(t’) n F,Jt”) et t est propre si t’ et t” sont 
propres. On peut done considtrer l’ensemble liltrant T des applications 
propres. L’application identite en fait partie. L’ensemble filtrant T vaservir 
a construire des limites directes. 
Considerons u esuite S de A-modules tde A-homomorphismes 
Sk-, Ok-2 ... blr Sk- S&,- ... -Jssl--%so. 
Pour chaque application pr pre t, on considere le A-module 
S(t) = n St(i) 
i20 
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et pour chaque paire t 2t’, on considere le A-homomorphisme de S(t) dans 
,S(t’) dQ aux homomorphismes d  Stci) dans Srrci) obtenus encomposant les 
aj convenables. On passe a la limite pour obtenir l’ultruproduit de la suite S 
L?(S) = l&S(t). 
fCT 
Les foncteurs n et l&r sont exacts etpar suite l foncteur 0 est exact. 
Pour le cas particulier Sk = A et ak = id, on obtient Q(S) Cgal aI’J A, le 
produit direct d’un ensemble d nombrable de copies del’anneau A. On 
veritie facilement que Q(S) est un JJ A-module pour toute suite S.
Avec un ideal J de l’anneau A, on peut considtrer la suite SJ des 
quotients A/Jk, les homomorphismes ak ttant les urjections naturelles. On 
a done a considerer 
SJ(t) = n A/J’@). 
igo 
A la limite onobtient (c’est une definition) 
B(SJ) =J(A) 
l’ultraproduit de l’anneau A relativement h rid&al J.Bien entendu il s’agit 
dun quotient de l’anneau n A. Le noyau de la surjection de n A sur J(A) 
est l’ultraproduit de la suite d s inclusions naturelles 
... s Jks Jk-‘z ... z J’= Jsp=A. 
On peut calculer c tultraproduit. 
Commencons par considtrer l’ideal U de n A forme des elements 
a = n ai pour lesquels 
Z(a)= (iE N Ja,=O} 
appartient a l’ultratiltre F. Puis considerons l’ideal n Jde n A. L’ideal J 
&ant de type tini, ona toujours uneegalitt pour les puissances 
Entin considerons l’idtal de n A 
VJ)=$o(u+nJk). 
LEMME 1. L’ultraproduit de la suite d s inclusions des Jkest kgal Li I’idPal 
V(J) de l’anneau nA.
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Dans le cas de I’idtal nul, il s’agit done de U. Par consequent 




On parle de l’ultraproduit faibled l’anneau A. Pour un ideal quelconque J 
de A, on considbre l’idtal fl J de n A et son image J* dans A*. Mais alors 
l’ultraproduit de l’anneau A relativement a l’idtal J est le quotient suivant 
J(A)= A* n J*k. 
1 k20 
L’intersection d’ideaux utilisee n’est pas nulle en general, carl’anneau local 
A* n’est pas noetherien en general. Dans le cas particulier de l’ideal 
maximal A4 de l’anneau A, on obtient l’ideal m ximal M* de I’anneau A* et 
le quotient M(A) de A* est l’ultraproduit f rt de l’anneau A. On le denotera 
par A+. 
I1 reste a dtmontrer le lemme. Un Clement a =n ai de n A appartient a 
V(J) si et seulement si ous les ensembles 
Jk(a)=(iEN/aiEJk} 
appartiennent a l’ultrafiltre F. Un element a =n ai de n A appartient a 
l’ultraproduit de la suite des Jk si et seulement s’il appartient a l’un des 
produits 
Q(t) = n Jr@), t E T. 
i>O 
Si a appartient a V(J), on considere l’application t 
t(i) = k si aiEJk et a;$ Jk+‘, 
t(i) = i si aiEnJk. 
On a alors une inclusion 
Fk(t)gJk(a)n[N-{l,...,k-1}] 
et Fk(t) appartient aUSSi a l’ultrafiltre F. Mais alors t eSt propre et a appar- 
tient a Q(t). Reciproquement si uappartient a l’un des modules Q(t), ona 
une inclusion 
J,(U) 2 F/c(t) 
et Jk(a) appartient aussi a l’ultrafiltre F. Mais alors a appartient aUSSi a 
V(J). Lelemme 1est dtmontrt. 
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REMARQUES 
De man&e generale ilnous faut mieux connaitre maintenant les 
ultraproduits es suites. 
LEMME 2. Une suite S de A-modules libres derang fini constant donne un 
jJA-module Q(S) qui est plat. 
En effet siles A-modules S, sont libres derang fini p, alors le 
n A-module n Srci) est oujours libre d rang p. Mais une limite directe de 
n A-modules libres e t un n A-module plat. Ainsi le n A-module 
Q(S) =&S(t) 
est plat, cequ’il fallait demontrer. 
Une suite S de A-modules t une suite de prdsentation f nie, s’il existe 
deux entiers p et q avec la propriete suivante: pour chaque k, il existe une 
presentation du A-module S, par p gentrateurs et q relations. Cette 
propriete va permettre d’utiliser la remarque suivante concernant les 
produits dtnombrables d  modules: l’homomorphisme nature1 
(n&)@,,,(ll+rI(&oA Y,) 
est un isomorphisme i tous les A-modules Y,peuvent & re present& a 
l’aide de p gtntrateurs t q relations. Pourle voir on se ram&e facilement 
au cas oh les Yk sont ous libres dem&me rang fini. 
Avec deux suites S’et S” on a Cvidemment unproduit tensoriel S= 
S’ @A S” qui est une suite dont les A-modules tles A-homomorphismes 
sont les uivants 
On a alors leresultat suivant. 
LEMME 3. Avec deux suites S’ et S” de A-modules, ilexiste un 
isomorphisme nature1 
si Pune des deux suites t de pr&entation fi ie. 
On a en effet les isomorphismes suivants en utilisant en particulier 
t = min(t’, t”)pour les applications propres: 
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z@ n [S’ OA s”],(i)~Q(s’ @A S”).
Le lemme st demontrt. 
Considerons u eapplication croissante 1: N + N avec A(0) =0. Si t 
appartient a T,on peut considtrer 
t ‘: N+N avec t’(i) = max{jI A(j) d t(i)}. 
Mais alors si I(k) est major& par t(i), ona k major-e par t’(i), ce qui donne 
une inclusion 
Fk(f’) 2 FA(k)(f). 
Par consequent t’ appartient aussi a T. On a tvidemment 
t’(i) 6 A(t’(i)) 6 t(i) done t’ dt. 
La suite S est une suite A-triuiale si tous les homomorphismes composes 
suivants sont nuls 
S A(k) + Sk 
(en particulier So st nul). Cette notion est utilisee parl’intermtdiaire u 
resultat l mentaire suivant. 
LEMMEJ 4. L’ultraproduit dune suite rioiale est nul. 
En effet l’homomorphisme canonique d S(t) dans Q(S) se decompose 
simplement 
et l’homomorphisme central est un produit d’homomorphismes upposes 
nuls. 
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Si dans une suite exacte d suites S’+ S + S” la premiere est A’-triviale 
et la troisieme stI-“-triviale, alors a deuxieme est a-triviale avec1egal a
I,” 0 A’. 
Considerons u esuite S de A-modules tun element o de l’anneau A. 
On peut alors former une nouvelle suite d A-modules, appelte Ann(w, S) 
et delinie comme suit 
Ann(o, S), = {x E S, 1 &X = O}. 
Si (TV est l’homomorphisme de Sk+, dans Sk, alors l’homomorphisme 
correspondant 
ANo, s),+, -, Ann(w, S), 
envoie x sur c~~(fz.0~). 
LEMME 5. La suite Ann(o, S) est triviale, si la suite S est form&e de 
A-modules detype fini. 
Comme l’anneau A est noetherien, pourk 2 0 on peut rouver unentier 
n(k) avec le m&me annulateur dans Sk pour cY et pour wnck) des que n 
dtpasse n(k). On consider-e alors l’application croissante L 
I(k)=n(l)+ ... +n(k)+k. 
Comme l’homomorphisme co pose suivant est nul 
Annto, SL(k) + k + AnNo, s)k 
la suite Ann(o, S) est i-triviale. 
Avec une suite S et une application cr issante I, onpeut considerer une 
nouvelle suite 1Savec les modules 
tns)k = Sl(k) 
les homomorphismes d  la suite LS s’obtenant e  composant certains 
des homomorphismes de la suite S.On peut aussi considerer un 
homomorphisme nature1 desuites 
qui envoie Slckj dans Sk par un homomorphisme obtenu en composant cer- 
tains des homomorphismes d  la suite S.
LEMME 6. L’homomorphisme nature1 de ES dans S donne un 
isomorphisme desultraproduits. 
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En effet l’application croissante I etune application pr pre tdonnent 
une application pr pre t’ d&rite plus haut. Les intgalites suivantes 
l(t(i))2t(i)22(t’(i))>tf(i) 
donnent lieu ades homomorphismes naturels 
AS(t) -+S(t) -+ AS( t’) + S( t’) 
qui donnent a la limite l’isomorphisme nature1 deQ(H) sur Q(S). 
Deux suites S et s’ sont dites emboikes ’il existe une paire 
d’homomorphismes de suites 
donnant des homomorphismes composes 
,uoOp’: (101’) S’+S et p’“l’p: (n’oE”)S+S 
tgaux aux homomorphismes naturels lies a 10 1’ pour S’ et a 1’ 0 i pour S. 
LEMME I. Les ultraproduits e deux suites mboitkes sont isomorphes. 
Pour le voir on considere l diagramme commutatif suivant 
d’homomorphismes de suites 
c et d ttant les homomorphismes naturels dfi a 1’ et a IS et S’ respec- 
tivement. Compte tenu du lemme precedent, le foncteur 52 transforme les
homomorphismes 
en des isomorphismes. Maisalors le foncteur 52transforme tous les 
homomorphismes du diagramme n des isomorphismes, d’oti un 
isomorphisme entre Q(S) et Q(S’). 
Avec un ideal J de l’anneau noethtrien A, on a vu apparaitre precedem- 
ment la suite SJ des quotients A/Jk, permettant de definir l’ultraproduit 
J(A). Une fois fixt un systeme d generateurs de J 
.f1>-Lfin ( ote en breff) 
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on peut aussi considerer la suite C J des quotients 
fw-;,...,.m. 
Les suites SJand C J sont emboittes grace aux deux homomorphismes 
naturels 
Par consequent l’ultraproduit J(A) peut se calculer a l’aide de la suite C J. 
Cette remarque est importante pour la suite. 
HOMOLOCIE 
Considtrons a ouveau n elements f, ,,.., fn (notes nbreff) de l’anneau 
noetherien A. Avec un A-module W,on a alors lecomplexe d Koszul que 
l’on denote comme suit en degre m 
KG Y..Jn; WI et en bref Kn(f; WI 
et l’homologie de Koszul que I’on denote comme suit en degre m 
et en bref ff,(f; WI. 
On peut supprimer W des notations lorsque W est egal a A et utiliser 
l’isomorphisme nature1 suivant lorsque W est quelconque 
K*(f; w E K*(f) a,4 w 
On dtsigne comme toujours par dxi l’tlement de K,(S) correspondant au 
i-eme lement dela don&e, en l’occurence fi. Par f" on designera lesn
elements f;“,...,f,“. 
Reprenons laconstruction utiliste en htorie des faisceaux coherents. On 
considere done l’homomorphisme 
qui envoie l’tltment dx,,n.. . n dxi, sur 1’element 
fj, . ..s, dx,,A .. . A dx,_. 
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C’est compatible av c les differentielles. On a doneun homomorphisme de 
complexes 
z”(f): K*tfk+‘)  K*(fk) 
qui va &tre utilist mmediatement. 
Considtrons e  outre une suite S de A-modules. On peut alors detinir un 
complexe d suites deA-modules, autrement dit une suite d complexes de 
A-modules 
K*(f, ,...,f, I S) = K*(S; S). 
En degre k il s’agit du complexe 
K*(fk; Sk) =K*(fk) 0.4 Sk 
avec l’homomorphisme de complexes zk(f) Oa ok pour passer dudegrt 
k + 1 au degre k. En passant a l’homologie en d gre m, on obtient une suite 
de A-modules 
H,(f, ,...,fn; S) =H,(f; S). 
En degrt k il s’agit du module 
ff,,,(f;,.-,f;; Sk) = H,(fk; sk). 
Comme en theorie des faisceaux coherents, on a un resultat d’annulation. 
LEMME 8. Pour une suite S de modules de type fini, il existe une 
application croissante A avec la propriM suivante: la suite H,(f; S) est 
A-triviale pourm non nul. 
On pro&de par induction surnen considerant no  seulement la famillef 
des elements f, ,..., f, mais encore la familleJ d selements fi ,..., f, _L. On 
utilise la suite exacte classique de l’homologie de Koszul 
ffm(u?-k’k; Sk) + Hm(fk; Sk) -+ H,,- ,(yk”; Sk). 
Lorsque k varie, pour les modules de gauche on voit apparaitre les
homomorphismes d  la suite H,(x S), pour les modules du centre onvoit 
apparaitre les homomorphismes d  la suite H,(f; S) et pour les modules de 
droite onvoit apparaitre les homomorphismes d  la suite H,,_ 1(x S) mul- 
tiplies parl’eltment fn.Par l’hypothese d’induction on a des suites triviales 
a gauche et a droite. On a done une suite riviale au centre etcela termine 
la demonstration dansle cas oG m vaut au moins 2. 
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Dans le cas m = 1, on utilise nonpas le module HO(yk; Sk) mais le noyau 
de l’homomorphisme 
ff,(~k‘k; Sk) -+ &(Tkk; Sk). 
11 s’agit dumodule des elements quefi annule dans le quotient suivant 
On voit done apparaitre un nouvelle suite R de modules de type tini. On
peut alors reprendre l raisonnement du cas general enayant a droite la 
suite Ann (fn; R) que l’on sait riviale parle lemme 5. 
PROPOSITION 9. Pour une suite S de A-modules detype fini le complexe 
suivant est une rksolution du il-module suivant 
Q(KJA 8) et 
avec C dhignant la suite des A-modules 
Ck = Al(f :,..., f,“,, 
Puisque Q est un foncteur exact on a un isomorphisme qui donne 
facilement la conclusion 
ff,CQ(K*M S))l =Q(H,(f; S)). 
Pour m non nul on obtient 0 puisque la suite H,(J:, S)est riviale (voir les 
lemmes 4 et 8). Pour m nul on obtient l’ultraproduit de la suite 
compte tenu des definitions. 
COROLLAIRE 10. Pour une suite S de A-modules libres derang fini con- 
stant la rtsolution de la proposition estplate sur Panneau nA. 
Pour m fixe tous les A-modules Km(fk, Sk) sont eux aussi libres derang 
lini constant. On a done la conclusion par le lemme 2. 
THBOR~ME 11. Soit R une suite de A-modules libres derang fini constant 
et soit S une suite de A-modules detype fini. Alors on a pour m # 0, 
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C dbignant lasuite naturelle de A-modules a socike ci une famille fi ,..., f, 
d&ments de A. 
Comme Q(lu,(f; R)) est une resolution plate du fl A-module 
52(R @A C), il s’agit de considerer le complexe suivant e son homologie 
La suite K,JJ”, R) est oujours de presentation f nie, le lemme 3s’applique 
done et on peut utiliser le complexe suivant isomorphe auprecedent 
Mais R @)A S est une suite de A-modules detype tini. Done pour m # 0 
l’homologie est nulle d’apres la proposition 9. 
RBSULTATS 
On va utiliser un cas particulier du theorkme precedent. La suite R est la 
plus imple qui soit 
. . . Id+ A id + Id , A . . . Id ,A, id ,A 
Par ailleurs on considere un ideal J et avec lui la suite S = SJ. On tixe en 
outre un systeme d g~n~rateurs de l’ideal J eton utilise la suite C = 1 J. 
On a alors le resultat suivant pour le n A-module (voir plus haut) 
Q CJ zJ(A)rQ(SJ). 
( > 
T&OR&E 12. ~u~tra~ruduit J(A)de ~an~euu A re~ativement Li ~~d~ai J 
est un I-IA-module jouissant de la propriM suivante 
ToriA (J(A), J(A)) z 0 si m f0. 
COROLLAIRE 13, Le complexe cotangent de la nA-algsbre J(A) est com- 
plbement acyclique 
pour tout J(A)~modu~e W. 
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On a en effet les isomorphismes suivants (voir [l], chapitre V, 
Proposition 25),
> 
z H,(J(A), J(A) Ona J(A), W) 
z H,(J(A), J(A), W) r 0. 
On a evidemment le m&me rbultat encohomologie. 
COROLLAIRE 14. Pour deux idkaux 15 J le complexe cotangent dela 
Z( A)-algzbre J(A) est toujours compktement acyclique. 
Cela decoule du corollaire precedent par l’intermediairre dune suite 
exacte d Jacobi-Zariski. 
-H,MA), J(A), W)+H,-, 
COROLLAIRE 15. Les homomorphismes nature& 
H,(A,nA, W) -+ H,(A, Z(A), W + HAA, J(A), W 
sont oujours des isomorphismes. 
Cela decoule d s corollaires precedents par l’intermtdiaire e suites xac- 
tes de Jacobi-Zariski. 
Rappelons maintenant quelques resultats concernant l’ultraproduit fort 
A+ de l’anneau local noetherien A: 
(a) l’anneau A + est noetherien et complet, 
(b) la A-algebre A + est formellement lisse, 
(c) l’anneau A + ne depend que de A. 
En effet soient M et K l’ideal m ximal et le corps residue1 d  l’anneau local 
A. Comme A + est dtfini a l’aide des seuls quotients 
A/Mk z a/kk 
il est le m&me pour A et A. De maniere elementaire on constate que l’an- 
neau A+ est local et que Kf en est le corps residuel. En outre les deux 
premieres proprietts (a etb ci-dessus) peuvent & re prtcistes de la man&e 
suivante (voir [S], proposition 2.9): la A-algebre A + est l’algebre de 
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Cohen de A due a l’extension K+ du corps residue1 K. On a done deux 
homomorphismes locaux et plats 
et l’homomorphisme cz est regulier si I’homomorphisme pOczst regulier. 
PROPOSITION 16. L’anneau A est quasi-excellent si rune des trois 
algPbres suivantes a un premier foncteur dhomologie qui est nul 
(1) la A-alge’bre produit nfini A, 
(2) la A-algtbre ultraproduit fa ble A*, 
(3) la A-algPbre ultraproduit fort A+. 
(nkessitd de la condition de la conjecture). 
Sur la categoric desA+-modules, on atrois foncteurs isomorphes d’apres 
le corollaire 15, 
Mais si ce foncteur est nul l’homomorphisme /I,,cc st regulier et c( regulier 
implique A quasi-excellent. 
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